METODO PER IL CALCOLO DELLA PARALLASSE ASTRONOMICA

INDICAZIONI GENERALI

In questo documento viene presentato un semplice metodo trigonometrico per il calcolo della parallasse di oggetti astronomici vicini alla Terra.

L’intero algoritmo si basa sulla misurazione di grandezze lineari e su semplici considerazioni geometriche, trigonometriche e fisiche.  

Tutte le formule presentate, a eccezione di ovvi teoremi di matematica e ottica geometrica, sono frutto di ricerche personali dell’autore.

Nella prima parte del documento verranno indicate e discusse le operazioni necessarie prima di applicare l’algoritmo per il calcolo della parallasse.  

Solo successivamente verrà presentato il procedimento matematico di calcolo.

In questo metodo, per precisa scelta dell’autore, vengono utilizzate solo formule di trigonometria piana.  In questo modo è possibile ricavare l’angolo di parallasse, con una precisione piuttosto elevata, servendosi solo di misurazioni lineari (non di angoli, quindi).  

Se le foto effettuate sono ad alto ingrandimento (a piccolo campo), l’indice di deformazione sferica può essere trascurato. 

Il calcolo della parallasse può avvenire con differenti gradi di difficoltà, che corrispondono a diversi livelli di precisione.  Ci si può servire solo dell’algoritmo fondamentale, descritto nel paragrafo “Calcolo dell’angolo di parallasse”, oppure ci si può servire dei vari accorgimenti presentati nel documento che hanno lo scopo di rendere più preciso il calcolo (per esempio eliminando l’errore dovuto alla rifrazione atmosferica).

Si intende precisare che l’obiettivo del metodo non è quello di effettuare misurazioni astrometriche conoscendo l’angolo di parallasse (questo lo fece Cassini nel Seicento).

L’obiettivo del metodo è estrapolare da due foto proprio l’angolo di parallasse.  

Quindi lo stesso procedimento può essere utilizzato sia per la parallasse terrestre, sia per quella annua.

INDICAZIONI OPERATIVE

Per eseguire questo metodo è necessario scattare due foto dello stesso oggetto del quale si vuole calcolare l’angolo di parallasse.  Le foto devono avere le seguenti caratteristiche: 

· Devono essere scattate da due posizioni differenti e sufficientemente distanziate.  

· Devono essere scattate nello stesso istante.

· Possibilmente non devono essere riprese ad ingrandimenti troppo differenti.  

· Devono contenere, oltre al corpo oggetto di indagine, almeno due stelle.   

Discutiamo singolarmente ognuna di queste caratteristiche.

Distanza fra gli osservatori

La prima caratteristica riguarda ovviamente un fattore fondamentale nel calcolo.  

Poiché la parallasse è l’angolo sotto cui vediamo lo spostamento apparente di un oggetto, dovuto esclusivamente a differenti sistemi di riferimento, è ovvio che per osservatori situati nello stesso punto dello spazio l’angolo di parallasse di qualsiasi oggetto è nullo.  

La separazione minima fra gli osservatori è funzione della distanza dell’oggetto del quale si vuole misurare la parallasse e dello strumento ottico utilizzato dagli osservatori.

Per questo motivo, prima di effettuare qualsiasi misurazione, sarà necessario valutare attentamente questo aspetto.  

Qualsiasi strumento ottico, compresi i nostri occhi, possiedono una risoluzione massima.  Questa è espressa come la minima distanza angolare alla quale due oggetti devono essere localizzati affinché vengano riconosciuti come corpi distinti.

Per un telescopio il potere risolutivo è espresso, in secondi d’arco, dalla formula:
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è il potere risolutivo espresso in secondi d’arco

D è il diametro dello strumento, espresso sempre in secondi d’arco.

Il potere risolutivo (teorico) della maggior parte dei telescopi amatoriali si aggira intorno al secondo d’arco.  In realtà una tale risoluzione si raggiunge in condizioni perfette, cioè in totale assenza di scintillazione atmosferica.

Il potere risolutivo di uno strumento pone un importante limite alle misurazioni parallattiche.

Consideriamo ora un triangolo isoscele ABC

                                                                      C


                                                   A

B

La base AB è la distanza fra i due osservatori.  

Nel vertice C è posizionato l’oggetto di cui si vuole misurare la parallasse.

L’angolo in C è manifestamente il doppio dell’angolo di parallasse.  

Per non fare confusione, definiamo limite parallattico strumentale la metà del potere risolutivo dello strumento.    

Per eseguire il metodo è necessario che l’angolo di parallasse da misurare sia superiore al limite parallattico strumentale.  Se così non fosse, la parallasse dell’oggetto sarebbe nulla, in quanto non strumentalmente misurabile.. 

Supponiamo ora che l’angolo di parallasse misurato sia esattamente uguale al limite parallattico strumentale.  Conoscendo la distanza dell’oggetto, possiamo determinare la minima distanza alla quale due osservatori devono essere posizionati affinché possano misurare un angolo di parallasse uguale, o superiore, al limite parallattico strumentale.

La formula fondamentale è:
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L è la distanza fra i due osservatori 

D è la distanza del corpo in esame

P è il limite parallattico strumentale.

Ovviamente questa formula è l’inverso di quella che utilizzeremo successivamente per determinare D, conoscendo la distanza fra gli osservatori e l’angolo di parallasse.

Prima di effettuare la misurazione, è buona norma verificare che i due osservatori possano effettivamente misurare un angolo di parallasse apprezzabile.  Ad esempio, assumendo un limite parallattico strumentale di 1 secondo d’arco, in teoria due osservatori distanziati di 3,7 chilometri potrebbero effettuare la misurazione di parallasse sulla Luna (distanza media: 384.000 Km).  In pratica, tuttavia, la distanza reale deve essere ampiamente superiore a quella calcolata teoricamente poiché, appunto, il potere risolutivo di 1 secondo d’arco è puramente teorico.

Sempre con questa formula, si ricava che, assumendo la distanza fra gli osservatori pari alla congiungente Polo-Equatore (circa 9000 Km), è possibile utilizzare il metodo della parallasse terrestre con corpi distanti al massimo 928 milioni di chilometri circa.  Per distanze maggiori è necessario l’utilizzo della parallasse annua.   Anche questo valore è valido solo in teoria perché, nella pratica, è impossibile che due osservatori posti al polo e all’equatore effettuino contemporaneamente delle misurazioni su uno stesso oggetto astronomico.

Per una migliore precisione è necessario considerare come distanza fra gli osservatori il segmento che unisce le loro posizioni (non la geodetica).  Infatti, la base del triangolo ABC precedentemente illustrato è un segmento, non un arco.  E’ possibile calcolare la distanza tramite semplici formule di trigonometria sferica in funzione delle coordinate geocentriche dei siti.  Lo stesso calcolo può essere effettuato anche tramite l’inverso del metodo di Eratostene (assumendo come incognita proprio la geodetica che unisce i due siti e ragionando trigonometricamente su quest’angolo).  

Le formule relative non vengono qua riportate.

Infine in questa sezione si intende porre l’attenzione su un particolare importante.  

Noi assumiamo che il triangolo formato dalle congiungenti oggetto-osservatori (il triangolo ABC) sia isoscele.  In realtà il triangolo è isoscele solo nel caso in cui l’oggetto passi allo zenit nel punto medio della congiungente i due osservatori.  

In ogni caso il triangolo può essere considerato isoscele poiché la base è trascurabile rispetto all’altezza (distanze terrestri sono trascurabili rispetto a distanze astronomiche).  Per convincersi di questo, è sufficiente disegnare su di un foglio un qualsiasi triangolo, con la base trascurabile rispetto all’altezza.  Si dimostra matematicamente che maggiore è il rapporto fra altezza e base, più il rapporto fra i lati tende a 1.

Per dimostrarlo, consideriamo un triangolo generico ABC:

                                                                    C




                                                   A

B


H

Nel nostro caso, il lato AB rappresenta la distanza fra gli osservatori, CH la distanza fra l’oggetto e il segmento che li congiunge (per i motivi che ora presentiamo CH si può considerare la distanza fra l’oggetto e gli osservatori).

In misurazioni astronomiche AB è decisamente minore di CH.

Quindi possiamo scrivere che 
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Ovviamente è solo una approssimazione.  Considerando una distanza fra gli osservatori di 100 Km, per la Luna è K= 3840, per Marte è K= 780.000, per Giove è K= 6.280.000, per Proxima Centauri è K= 437.000.000.000.

Quindi, per distanze astronomiche, possiamo assumere che AB
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Applicando il teorema di Pitagora ai due triangoli AHC e BHC, possiamo scrivere:
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Se AB
[image: image8.wmf]0

®

 , il quadrato di quantità minori di AB possono essere considerate trascurabili.

Quindi, con una certa approssimazione, possiamo scrivere che AC=CB. 

Inoltre, sempre per la stessa approssimazione, possiamo affermare che anche l’altezza CH tende ai lati obliqui AC=CB.  La congruenza, approssimata, dei due lati obliqui è di fondamentale importanza per i calcoli successivi.  Infatti, una volta trovato l’angolo di parallasse, permette di considerare il triangolo formato dalle congiungenti osservatori-oggetto in ogni caso isoscele.  

Il che semplifica notevolmente i calcoli.

Fattore temporale

Ora consideriamo un altro fattore determinante: il tempo.  Per far questo è necessario considerare separatamente i due tipi di parallasse applicabili (terrestre e annua).

Per la parallasse terrestre si presuppone che due osservatori distinti, posti a un a distanza sufficiente secondo le indicazioni precedenti, scattino due fotografie nello stesso istante.

E’ necessario che lo scarto temporale fra le due osservazioni sia minimo (teoricamente si considera nullo, tuttavia non deve mai superare il secondo).  Se lo scarto temporale fosse consistente, la misurazione non sarebbe precisa poiché all’angolo di parallasse si sommerebbe lo spostamento proprio dell’oggetto.  E’ ovvio che questa necessità è più sentita per oggetti vicini (come la Luna, i NEO ecc.) che per corpi più distanti.  

Per questo si consiglia l’utilizzo di orologi sincronizzati (meglio se radiocontrollati).

Per quanto riguarda la parallasse annua, essa richiede che un oggetto astronomico (presumibilmente molto lontano) venga ripreso in due istanti separati da un certo intervallo di tempo (solitamente 6 mesi).  In questo caso si utilizza come base per la triangolazione l’asse maggiore dell’orbita terrestre. 

Metodo per uniformare gli ingrandimenti

Per motivi che saranno evidenti successivamente, è necessario che le due fotografie siano esattamente allo stesso ingrandimento.  Per meglio dire, è necessario che a grandezze angolari congruenti corrispondano misure lineari congruenti.

Nel caso in cui le due fotografie non siano esattamente allo stesso ingrandimento, come avviene nella maggior parte dei casi reali, è necessario applicare un metodo per uniformare i dati relativi alle due immagini.

La distanza angolare fra due qualsiasi punti di una fotografia è funzione dell’ingrandimento utilizzato.  Maggiore è l’ingrandimento, maggiore sarà la distanza angolare.

Se due punti su di una fotografia presa a n ingrandimenti distano tra loro di una certa lunghezza d, due punti di una fotografia presa a kn ingrandimenti disteranno tra loro di una lunghezza kd.

Definiamo K il rapporto fra il numero di ingrandimenti della prima fotografia e il numero di ingrandimenti della seconda.
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Per uniformare le due immagini è necessario dividere ogni lunghezza della foto a n ingrandimenti per il fattore K.

Per dimostrare questo procedimento, facciamo un esempio.  

Immaginiamo di possedere due fotografie che rispondono a tutti i requisiti richiesti dal metodo: tuttavia, sono a ingrandimenti differenti.  La prima fotografia è scattata a 50 ingrandimenti, la seconda a 100 ingrandimenti.  Abbiamo quindi 
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Dunque, K= 
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Ora rappresentiamo graficamente il triangolo risultante dalla fotografia effettuata a n’ ingrandimenti.



2b’
2c’

2a

Per i motivi precedentemente esposti, è evidente che la base di questo triangolo risulti essere il doppio della corrispettiva base del triangolo a n ingrandimenti  Per lo stesso motivo, anche gli altri lati del triangolo sono lunghi esattamente il doppio di quanto misurerebbero se le distanze fossero prese a n ingrandimenti.

Per uniformare gli ingrandimenti, e far sovrapporre le due basi dei triangoli, secondo il procedimento che verrà successivamente descritto, moltiplichiamo ogni lato di questo secondo triangolo per il fattore K:


                                                         K2b’                 K2c’

                                                                      K2a

I due triangoli sono manifestamente simili poiché possiedono i lati in proporzione (il rapporto di proporzionalità è proprio K).  Quindi gli angoli di queste due figure sono rimasti inalterati dopo la trasformazione.  E poiché sono proprio gli angoli alla base del calcolo della parallasse, si può affermare che questo procedimento non modifica in alcun modo il risultato finale.

Questo procedimento permette di utilizzare il metodo con qualunque ingrandimento utilizzato.

Riassumendo:
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 Le misure a n divise per il fattore K sono paragonabili alle misure a n’.

In ogni caso si consiglia vivamente di utilizzare ingrandimenti per quanto possibile simili, poiché la precisione delle misurazioni astrometriche deve essere comparabile.  Se una fotografia viene scattata con ingrandimenti troppo bassi, l’errore nella misurazione (e soprattutto nella comparazione con l’altra foto) aumentando di conseguenza.
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Stelle di sfondo

Le due stelle di sfondo richieste dal metodo svolgono un ruolo di fondamentale importanza.  Infatti sono dei punti di riferimento per misurare univocamente lo spostamento di un oggetto in uno spazio a due dimensioni (la fotografia).  Nell’eseguire i calcoli si suppone che le stelle abbiano parallasse nulla, cioè, volendo usare un termine tipico dell’astronomia antica, siano delle “stelle fisse”.

E’ ovvio che anche le stelle, se osservate da posizioni differenti, hanno un loro moto parallattico.  Tuttavia, per le motivazioni precedentemente esposte, se l’angolo di parallasse non può essere misurato si suppone nullo.  

Inoltre, considerando sempre la dimostrazione precedente, se 
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E’ necessario quindi scegliere due oggetti di sfondo ben visibili in entrambe le foto e che possiedono un angolo di parallasse ben al di sopra dei limiti strumentali.

In questa sezione trattiamo un altro argomento importante: la rifrazione atmosferica.

Un raggio luminoso, passando dal vuoto all’atmosfera, viene deflesso di un angolo R.

L’entità della deflessione, dipende dalla distanza zenitale dell’oggetto in questione.  

In teoria, la rifrazione di un oggetto posto allo zenit è nulla, quella di un oggetto posto all’orizzonte è infinita (matematicamente impossibile).

La formula fondamentale è:
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R è l’angolo di rifrazione atmosferica
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 è l’indice di rifrazione dell’aria, circa 1,000294
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 è l’indice di rifrazione del vuoto, pari a 1
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è la distanza zenitale dell’oggetto.  

Quindi, per ricavare la posizione reale di un oggetto, la sua distanza zenitale deve essere aumentata di un determinato angolo R.

Per una migliore approssimazione, la distanza zenitale dell’oggetto deve essere minore di 45°, altrimenti bisogna considerare anche la curvatura terrestre, che complica i calcoli.

Ovviamente questa formula rappresenta solo una stima della distorsione atmosferica.  Infatti l’atmosfera è sottoposta a continui e imprevedibili mutamenti che possono aumentare o diminuire la rifrazione.

Anche se l’angolo in questione è minimo, per una maggiore precisione deve essere considerato poiché i tre oggetti su cui si basa il metodo, trovandosi presumibilmente a distanze zenitali differenti, non si muovono in maniera solidale.

Analizziamo il seguente schema:


                                                              A


                                                         A’


C

                                               B
C’

B’

Il triangolo ABC è quello effettivamente misurato nella foto, il triangolo A’B’C’ è il triangolo corretto secondo le distorsioni atmosferiche.  

Le linee verdi sono le correzioni atmosferiche relative a A, B e C.

Per correggere la rifrazione atmosferica è necessario ricorrere alle coordinate altazimutali di ogni oggetto.

Sperimentalmente si ricava facilmente la formula per calcolare ogni lato del triangolo A’B’C’.

Per esempio, per il lato A’B’ vale la formula:
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 sono le distanze zenitali rispettivamente dei punti A e B.


[image: image24.wmf]A

R

 e 
[image: image25.wmf]B

R

 sono gli angoli di rifrazione rispettivamente di A e di B.
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 sono gli angoli azimutali rispettivamente di A e di B.  

E’ ovvio che la differenza fra queste due quantità indica la distanza angolare, parallelamente all’orizzonte, dei due oggetti.  Quindi bisogna prestare attenzione quando gli oggetti si trovano da parti opposte rispetto al punto cardinale N (azimut 0°).

Per la sua complessità e, soprattutto, per il riferimento alle coordinate altazimutali, si consiglia di utilizzare questo procedimento solo in caso di misurazioni d’alta precisione.

Per le misurazioni lineari si consiglia l’utilizzo di programmi di grafica che consentono la misurazione automatica di determinati segmenti in differenti unità di misura, fra le quali il pixel.  

In questo modo la precisione nella misurazione, soprattutto in immagini ad alta definizione, aumenta considerevolmente.

CALCOLO DELL’ANGOLO DI PARALLASSE

Dopo le indicazioni di carattere generale, passiamo alla descrizione del semplice metodo per il calcolo dell’angolo di parallasse.

A questo punto si suppone siano stati eseguiti tutti gli accorgimenti indicati precedentemente..  

Di seguito verranno ripresi, brevemente, alcuni concetti già descritti

Analizzare le due immagini secondo il seguente schema:

· Selezionare fra le stelle del campo ripreso due corpi celesti ben visibili in entrambe le foto

· Misurare la distanza (in unità di misura lineare) fra queste due stelle.  Supponiamo che la distanza fra queste due stelle non vari in entrambe le foto.  Possiamo considerarla costante poiché l’angolo di parallasse stellare, con strumentazioni amatoriali, non è misurabile.

· Misurare, in entrambe le foto, la distanza dell’oggetto (o di un punto caratteristico di un oggetto non puntiforme, come un cratere lunare) dalle due stelle di riferimento.

· Indicare le distanze secondo il seguente schema.  Di seguito viene riportato un esempio di misurazione (tramite due simulazioni al computer) della parallasse lunare. 
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· Identifichiamo con la lettera a la distanza fra le due stelle, che non varia da una foto all’altra.  Quindi identifichiamo con b e b’ il lato sinistro dei due triangoli e con c e c’ il lato destro.  E’ ovvio che sono i lati del triangolo a variare, non la base.

· A questo punto, sovrapponiamo i due triangoli rispetto alle loro basi (congruenti).  Si crea in questo modo una figura simile a quella riportata sotto.  


         F


             c’ 


b’


b
c
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L’obbiettivo del metodo sarà quindi misurare la distanza (angolare) F.  

Le due stelle vengono utilizzate per determinare univocamente lo spostamento dell’oggetto in uno spazio a due dimensioni quale è una fotografia.

Si intende porre l’attenzione su un fattore importante: nella costruzione dei prossimi triangoli il punto di riferimento è cambiato.  

Non sono più triangoli determinati dalle congiungenti osservatori-oggetto, ma, come mostrato dalle simulazioni, determinati dalle congiungenti stelle di riferimento-oggetto.

Ora calcoliamo i due angoli mostrati in figura tramite il teorema del coseno, in trigonometria piana.

Avremo che:
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Calcoliamo gli angoli corrispondenti a questi coseni e quindi la loro differenza, in valore assoluto.  Per esigenze di calcolo, se i vertici dei due triangoli dovessero trovarsi in zone opposte rispetto alla base a, cioè nel caso in cui si dovesse verificare la situazione mostrata in figura



sarà necessario considerare l’opposto di uno dei due arcocoseni, in modo tale che i due angoli si sommino invece di sottrarsi (in questo modo nel modulo potrebbe risultare un angolo negativo, ma noi consideriamo il suo valore assoluto).

Otterremo quindi l’angolo segnato nella figura con l’archetto blu, che chiameremo 
[image: image34.wmf]f

.

Ora consideriamo il triangolo b, b’, F e calcoliamo quest’ultimo lato tramite l’inverso della formula precedente:
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Ora abbiamo ottenuto la misura lineare della parallasse.

Dobbiamo ottenere l’angolo che, sulla foto, corrisponde a questa misura.

Quindi eseguiamo una proporzione fra misure lineari e misure angolari presenti nelle fotografie.

Il campo ripreso nella foto (misura angolare) sta alla sua estensione lineare come F sta all’angolo di parallasse che ci interessa.  

Quindi possiamo finalmente riportare la formula finale per il calcolo dell’angolo di parallasse, che risulterà dall’integrazione di tutte le formule precedenti.
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a, b, c, b’, c’ sono le misure dei lati dei triangoli evidenziati precedentemente.

A è la distanza angolare esistente fra le due stelle di riferimento.

In questa formula generale è stata scelta la distanza fra le due stelle come riferimento angolare (infatti A è la distanza angolare, a è quella lineare).  

Ovviamente si può scegliere come riferimento angolare qualsiasi altra grandezza presente nelle foto (per esempio il diametro angolare della Luna e la sua estensione lineare).

Una volta ricavato l’angolo di parallasse P è sufficiente dividere la distanza fra i due osservatori il doppio del seno di P.  
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Si ottiene così, finalmente, la distanza dell’oggetto!

Fabio Pacucci

Osservatorio Astronomico Isaac Newton

UAI – Unione Astrofili Italiani
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